











Shape Optimization による非定常流れ場の安定性制御 
 Shape Optimization Problem Improving Hydrodynamics Stability  













る．初期には，1903 年に J. Hadamard によって薄膜の振動数最大化問題として行われた．その
後，特にフランスの応用数学者によって線形弾性体が定義された空間における，散逸エネルギー
最小化問題が数学的に解析され，形状最適化に必要な framework が数学的に構築された． 
有限要素法により支配方程式の弱形式を導き，Lagrange 未定乗数法により Lagrange 関数を













境界の平滑化が必要となった．その際，大きく分けて Parametric 的または Non-Parametric 的な
手法が提案された．特に，Non-Parametric 的手法として代表的な手法は，H. Azegami によって
提案された H1勾配法である[5-7]．この H1勾配法では，領域を線形弾性体と仮定して，感度を境
界で Dirichlet 条件として定義し，領域摂動を平滑化させることを可能にし，誤差解析も行われて
いる．そして，定常 Navier-Stokes 問題に対して，この H1勾配法を用いた研究が E. Katamine et 
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al. [8, 9]及び T. Nakazawa et al. [10-12]によって行われた．更に，非定常 Navier-Stokes 問題に
対しては Y. Iwata et al. [13]によって行われた． 
流体工学において流体機器の最適設計は実用上，非常に重要な課題であるため，形状最適化問










元 Cavity 流れを採用する．本論文は以下のような構成となっている．セクション 2 では，初期形
状を定義し，領域の変動を数学的に定義する．そして，主問題である非定常 Navier-Stokes 問題
を導入し，形状最適化問題を構築する．そして，線形安定性解析の概要を説明する．セクション









セクション 2.2 では，主問題である非定常 Navier-Srokes 問題の弱形式を導き，その際，特性
曲線法を導入する． 
セクション 2.3 では，Lagarange 未定乗数法を用いるかたちで，運動エネルギーを目的関数，
非定常 Navier-Srokes 問題を主問題とする，Lagarange 関数を定義する．その際，セクション 2.2
で弱形式を導出する際に用いた trial function は Lagarange 乗数法に相当する．そして，�の形状
微分公式により，Lagarange 関数の目的関数を最小化させるような領域摂動に対する変分をとり，
感動を評価する． 




 ユークリッド空間における，2 次元領域Ω� ∈ ℝ�を非有界な凸領域とする．そして，Ω ⊂ Ω�初期
形状とし，位置ベクトルを� ∈ ℝ�と記述する．その際， 
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Ω = {� = (�, �) ∈ ℝ�	|	� � � � 1, � � � � 1},	
Γ��� = {� = (�, �) ∈ ℝ�	|	� � � � 1, � = 1},	
Γ���� = �Ω � Γ��������. 
 
次に，ℝ�値の関数である Lipschitz transformation ��Ω � �(Ω)による領域変形を考える．この
写像は，微小パラメーター|�| ≪ 1	を用いて，以下のように記述できると仮定する． 
 
� = �� � �� � �(��) 
 
ここで，��は恒等写像であり��(�) = �となる．また，�は領域変動である．そして，�の関数空
間は M. Kimura[16]の Proposition 1.41 と eq. (1.18)より， 
 
�(Ω) = �� ∈ ��,�(Ω;ℝ�); �(���)� � ����������(�) � 1,�(Ω)
������� ⊂ Ω��. 
  
これから，汎関数の形状微分公式を導く．まず，	� = {��, ��,� } ∈ ��(Ω)をΩにおける物理量を
表す実数値関数とする．そして，�(�, Ω)を密度関数として以下のような汎関数を定義する． 
 










この変動領域�(Ω)における�(�,�(�), �(Ω))を，初期領域Ωにおいて記述する．�の Jacobi行列は， 
 
(���)�	
= ������� � ����� �
� � �(��)	
= � � � �(��,��)�(��, ��) � �
(��) 
 




= det((���)�)�� = �1 � �� � � � �(��)��� 











���,�(�),�(Ω)� = � �� + ���� + (� � �)�� + �(��)�|������ + �� � � + �(��)����
	






���,�(�),�(Ω)� � �(��, �, Ω)
� 	
= �� (�, �, Ω�)	
= � ��� + (� � �)� + �� � ��|�������
 
= � ��� + � � (��)�|�������
	
= � �� (�, Ω)
�











�� (�, �, Ω � Γ����) = ��(��, �, Ω) + ��(�, �, Γ����), 
��(��, �, Ω) = � �� (�, Ω)
�




��(��, �, Ω)と��(�, �, Γ����)は，それぞれ�,�に対して形状微分（Fréchet 微分）をとっており，
�� (�, Ω)は微分の連鎖則を用いることで評価することが可能である． 









a. Set ����, ���� � 0, ����, ����, ����, Ω���,	Γ�������. 
b. Define the functional ����, ��, Ω��. 
c. Derive the material derivative �� ���, ��, Ω� ∪ Γ����� �. 
d. Evaluate the sensitivity �����, Γ����� ��. 
e. Obtain the new domain Ω��� to reshape Ω� by Ω��� � ��(Ω�) � ���. 
f. Operate �� gradient method [5-7]. 
g. Judge convergence. 
-If the terminal condition ����� � ��� � � � ℝ is satisfied, then stop. 
-Otherwise, replace � � 1 with � and return to b. 
 




 本研究では，非定常 Navier-Stokes 方程式の初期値境界値問題を解くが，計算時間を短縮する
ために定常 Navier-Stokes 方程式の境界値問題の解を初期条件とする．そして，レイノルズ数，
速度ベクトルと圧力を，それぞれRe, � � �(�), � � �(�)とし， 
 
�(�) � �� � ��(Ω;ℝ�)|	� � �	on	Γ����, � � (1���(� � 1)�, 0)	on	Γ����, 
�(�) � {� � ��(Ω;ℝ)|� �
�(�)
�� � 0	�n	Ω�. 
 
Problem 1 (Stationary Navier-Stokes Problem)  
� � �(Ω), � � �(�), � � �(�)のとき，(�, �): Ω → ℝ� × ℝを求めよ． 
(� � �)� � ��� � 1Re��, � � � � 0	�n	Ω, 
� � �	on	Γ����,	
� � (1���(� � 1)�, 0)on	Γ���. 
 
 � � �(�) � �� � ��(Ω;ℝ�)�	� � �	on	�Ω�, � � �(�)を�, �に対する trial function とすると，
Problem 1 の弱形式は， 
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� �{(� � �)�} � � � 1Re�� � �� − (� � �)� − (� � �)�� ���(�)
= 0,	
� �(�, �) � �(�, �, �) � �(�, �) � �(�, �) = 0 
�(�, �) = � 1Re�� � ���
��, �(�, �, �) = � {(� � �)�} � ���
�




ここで Problem 1 の解を�� ∈ �(�)とする． 
 
Problem 2 (Non Stationary Navier-Stokes Problem)  




Re�� � �� = 0, � � � = 0	�n	Ω × (0, �) 
� = �	on	Γ���� × (0, �) 
� = (1���(1 − �)�, 0)	on	Γ��� × (0, �) 
� = ��	�n	Ω	��	� = 0. 
 
そして，Problem 2 の弱形式は，� = {0,� , �}, ∀(�, �) ∈ �(�) × �(�)において， 
����� , �� � �(�, �) � �(�, �) � �(�, �) = 0. 
 
時間方向の離散化には有限差分法を用い，移流項の取り扱いには特性曲線法を用いる[18]．そ
の際，��を時間刻み，� = ����を全時間ステップとして，時間を�� = ���(� ∈ {0,� ,�})と記述す




�) = �(�, �) − �(� − ��, � − ��)�� � �(��) =
�� − ��������
�� � �(��), 
��� = � − ������(�), and �������� = ����(���). 
 




�� , �� � �(�
�, ��) � �(��, ��) � �(��, ��) = 0. 
 
その際，{(��, ��)}���� ∈ �(�) × �(�). ここで，(�, �, �, �) = {(��, ��, ��, ��)}���� , ��, �� ∈ ℝとして，
以下のように汎関数����,��を定義する． 
����,��(��, �, �, �, �, Ω) =
1
�� − �� � ��
�� − ��������
�� , �� � �(�








非定常 Navier-Stokes 問題を主問題とした際の，時間平均運動エネルギー最小化問題 
 











Problem 3 (Shape Optimization Problem Minimizing the Momentum Energy)  












	|	(��, ��)	in	�������	�, {(��, ��)}���� 	in	�������	��. 
 
Lagrange 乗数法を用いて Problem 3 に対する Lagrange 関数（汎関数）を以下のように定義す
る． 
 
�(��, �, �, �, �, Ω) =
1








� ����,��(��, �, �, �, �, Ω)	
= 1�� � �� � � �








�� (�, �, �, �, �, Ω) = ��(��, �, �, �, �, Ω) � ��(�, �, �, �, �, �����), 
 
と書ける．更に，微分の連鎖則を用いると��(�, �, �, �, �, Ω)は， 
 
��(��, �, �, �, �, Ω) = ��,�(��, �, �, �, �, Ω) � ��,�(��, �, �, �, �, Ω). 
 
�, �に対して形状微分（Fréchet 微分）をとった際の汎関数を��,�(��, �, �, �, �, Ω)，�, �に対して
は��,�(��, �, �, �, �, Ω)，�に対しては��(�, �, �, �, �, Ω)，と記述し，具体的には，  
��,�(��, �, �, �, �, Ω) =
1
�� � �� � � �
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��,�(��, �, �, �, �, Ω) =
1
�� − �� � � �





��(�, �, �, �, �, �����) =
1
�� − �� � �� �







そして，Problem 3 対に対して随伴変数法を用いると，  
 
��,�(��, �, �, �, �, Ω) = 0	for	∀(��, ��) � �(�) × �(�), 
��,�(��, �, �, �, �, Ω) = 0	for	∀(��, �) � �(�) × �(�), 
 
となる．��,�(��, �, �, �, �, Ω) = 0から Problem 2 を解くことになる．��,�(��, �, �, �, �, Ω) = 0から，
(�, �)に対する随伴変数(�, �)を求める必要がある． 
 
Problem 4(Adjoint Problem for Problem 2) 




Re�� � �� � � � � = 0, � � � = 0	��	Ω × (�, 0) 
� = �	o�	�Ω × (�, 0),  � = ��	��	Ω	��	� = ���. 
 
Problem 2，Problem 4 から求められた{(��, ��)}���� � �(�) × �(�)と{(��, ��)}���� � �(�) ×
�(�)を�� (�, �, �, �, �, �����)に代入すると，Problem 3 に対する感度は， 
 
�� (�, �, �, �, �, �����) =
1
�� − �� � �� �











�� (�, �, �, �, �, �����) = 0となる場合の local minimizer である�を見つけることが出来，�を任意の
微小パラメーターとすれば，�(Ω) = ��(Ω) � ��によって最適な形状が得られる．しかし，本研
究において，主問題は非線形偏微分発展方程式であるので数学的に��(�, �, �, �, �����)を評価する









λ, (�, �̂) � ��(�) × ��(�)とし，  
 
��(�) = {� � ��(�(Ω); ℂ�)|	� = �	�n	�Ω}, 
��(�) = {�̂ � ��(�(Ω); ℂ)|� �̂
�(�)
�� = 0	in	Ω}. 
 
Problem 5(Linear Stability Analysis) 
� � �(Ω)とし，�� � �(�)が与えられたとき，λ, (�, �̂): Ω → ℂ × ℂ�を求めよ． 
�� + (� ⋅ ∇)�� + (�� ⋅ ∇)� − 1Re�� + �� = 0, � ⋅ � = 0	in	Ω 
� = �	�n	�Ω. 
 
∀(�, �) � ��(�) × ��(�)を(�, �̂)に対する trial function とすると Problem 5 の弱形式は，	
	
� � � ⋅ ���
�(�)








I. Prepare a stationary velocity �� by solving Problem 1 with the Newton-Raphson 
method at Re = 11500. 
II. Set the stationary velocity �� for the initial domain and conditions, and put � = 0. 
III. Solve Problem 2 and Problem 4, Evaluate the sensitivity,  
IV. Reshape Ω by �(Ω) = �� + �. 
V. Judge convergence. 
-If the terminal condition ����� − ��� � 0.01 is satisfied, then proceed to Ⅶ and stop. 
-Otherwise, replace � + 1 with � and return to Ⅲ. 
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ては以下に記述する．空間方向の離散化精度を担保するために，Γ���において�� = (1,0)として 
Node と Element を増加させ，Problem 1，Problem 5 を解き最大固有値を比較し，Table1 に示
した．次に，Node と Element が(8281, 16200)の結果と，[19-23]との結果を比較した．特に，[23]
との比較では相対誤差がそれぞれ 1.73%，2.86%となった．そのため，本研究では，Node と
Element を(8281, 16200)とする．次に，時間刻み���については，0.001 として，Problem 1，
Problem 2 を解き運動エネルギーを Fig. 1 に示した．Fig. 1 の結果から，��は十分に小さいと仮
定する． 
 
Table1. ��� and Imag[�] depending on (♯ of Nodes, ♯ of Elements) 
(♯ of Nodes, ♯ of Elements) Re� Imag[λ] 
(2601, 5000) 7310 ±3.02 
(3721, 7200) 7515 ±2.95 
(5041, 9800) 7594 ±2.916 
(6501, 12800) 7741 ±2.89 
(8281, 16200) 7890 ±2.86 
 
Table2. ��� and Imag[�] in [19-23]. 
References Re� Imag[λ] 
[19] 7763.4 ±2.8634i 
[20] 8000 ±2.8356i 
[21] 8375.0 ±2.7640i 





(a)�� = (0,1000). (b) � = (600,61). 
















































セクション 3で示した，数値計算アルゴリズムに従がって形状最適化問題を解いた．Fig. 2 と
Fig. 3 は，それぞれ初期形状と最適形状における定常解��の擾乱�の流れ関数の分布である．Fig. 
3 からΓ����が領域の内部に向かって移動していることがわかる．Fig. 4 は，初期形状と最適形状の
最大固有値の実部を図示しており，最適形状の方がRe�が小さくなった．Fig. 5 は，Re = 11500に








Fig. 3. Stream functions of (a) �� and (b) � in the optimal domain. 
 
  
Fig. 4. Real parts of the leading eigenvalues Fig. 5. Spectrum of the eigenvalues  






























































位に，Freefem++をインストールして頂いた．これにより， Problem 2 を実行するに至った．現
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